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ABSTRACT 
The aim of this paper is to give a definitive construction of the duplicate of an algebra using divided 
powers. This means that no hypothesis is stated on the prime number 2. Of course, if 2 is inversible in 
the base ring, our construction coincides with the already known duplicate which uses symmetric 
powers. Moreover, we prove a Whitehead theorem for this duplicate. 
Nous donnons ici une construction definitive de la dupliquie dune algebre en nous servant des 
puissances divisees. Ainsi, la restriction imposte sur l’entier 2 dans la litttrature pour la construction 
de la dupliquee a partir des puissances symttriques, est ici levee. I1 va de soi que si 2 est inversible dans 
I’anneau de base, notre construction coincide avec la construction bien connue de la dupliquee. De 
plus, nous ttablissons un thtoreme de Whitehead pour la dupliquee d’une algtbre separable de di- 
mension finie. 
1. PReLIMINAIRES 
Soient K un anneau commutatif a element unite et M un K-module. On de- 
signera par r;(M) le sous-K-module des elements homogenes de degre m 2 0 
de l’algebre des puissances divisees r,(M) (cf. [19], pages 248 et suivantes) et on 
sait que r:(M) = K et T;(M) = M. Comme, dans la construction de la du- 
pliquee, nous nous servons uniquement du sous-K-module r,$( M) de r~(A4) 
forme des elements homogenes de degre 2, nous donnons ici une construction de 
ce sous-module (cf. [2], paragraphe 3, Exercice 7). 
* Supported by Programme CAMPUS 
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En effet, on note (ex),.M la base canonique du K-module libre Kc”) et con- 
siderons le sous-K-module R du K-module produit Kc”) x (A4 8~ M) engen- 
dre par les elements de la forme (eX+Y - e, - eY, -x @ JJ) et (exx - X2eX, 0), pour 
x et y parcourant A4 et X dans K. Notons T;(M) = Kc”) x (M @K M)/R le K- 
module quotient et y : M --+ ri(A4 ) l’application composte de la surjection ca- 
nonique K CM) x (M&yM) -+ T:(M), qui est une application K-lineaire, et 
de l’application d’ensembles M -t Kc”) x (M @K M) definie par x H (e,, 0). 
On vtrifie aisement que y : M -+ r:(M) est une application quadratique et que 
la famille (Y(x)),~~ engendre Tg(M ) en tant que K-module. De plus, pour 
toute application quadratique g : M --+ N ou N est un K-module, il existe une 
application K-lineaire unique g : Fi(M ) -+ N telle que g o y = g. On dira que 
y est l’application quadratique canonique de A4 dans r;(M). 
Dans les notations de [19], on pose y(x) = xl21 que nous appelerons seconde 
puissance diviske de l’tliment x de M. On sait que (x + u)[*’ = x1*1 + yL21 + 
x . y quels que soient x et y dans M, ou A4 x A4 + r;(M), (X,JJ) HX.Y 
est l’application K-bilineaire symetrique associee a I’application quadra- 
tique y. 
On remarque, finalement, que si A4 et N sont deux K-modules, l’application K- 
lineaire ~~(M~N);~~(M)~~~(N)~(M~KN) definie par y(x+y)~ 
y(x) + y(y) + x 18 y, pour x parcourant M et y parcourant N, est un isomor- 
phisme de K-modules (cf. [19], thtoreme 111.4). 
2. SUR LA DUPLIQUkE 
Soient K un anneau commutatif a Clement unite et A une K-algebre commu- 
tative non necessairement associative et n’ayant pas, non plus, necessairement 
d’eltment unite. Considerons la deuxieme puissance diviste T:(A) du K-module 
A et soient y : A + r;(A) l’application quadratique canonique et A x A + 
T;(A), (x, y) H x . y l’application K-bilineaire symttrique associee a l’applica- 
tion quadratique y. 
Pour une K-algebre A, on note A2 l’ideal de A engendrt par les produits xy 
pour x et y parcourant A et Ai21 l’ideal de A, done aussi de A*, engendre par les 
car& x2 pour x parcourant A. 11 est clair que si l’entier 2 est inversible dans K, 
A2 = AL21 A cause de l’une des formules xy = i ((x + y)* - x2 - y2) ou xy = 
i ((x + JJ)~ - (x - JJ)~), quels que soient x et y dans A. De plus, si A est une K- 
algebre a element unite, on a toujours A2 = A. Nous verrons, par la suite, 
d’autres relations entre A, A2 et Ai21, outre la double inclusion Al21 c A2 c A. 
Considtrons maintenant l’application K-lineaire surjective 1-1 : T;(A) + Ai*] 
dtfinie par y(x) H x2 et soit n : T;(A) +- Ai21 un scindage de p, c’est a dire, une 
application K-lineaire verifiant p o n = idAlzl. On dtfinit alors une multiplica- 
tion dans r;(A), dependante de n, en posant (Ci~ir(xi))(CiPjY(yj)) = 
Ci,i aiPjrl(xZY,2) 1 sommes finies], ou les ai et les /5” sont dans K et les Xi et 
yj parcourent A. 11 est clair que pour cette multiplication, ~1 : r;(A) + AI21 
est un morphisme de K-algebres et si l’on pose NK(A) = Ker(p), puisque 
@A)NM) = (01, on peut transporter la structure de K-algebre de r;(A) 
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sur le K-module produit ~1~1 x NK(A) comme suit. On sait deja que, en tant 
que K-modules, il existe un isomorphisme CT : T~(A)+A[~] x NK(A) donni par 
le scindage de p, c’est a dire, par y(x) H (x2,$x) - 77(x2)). Soit alors 
cp : Ai x Ai21 4 NK(A) l’application K-bilintaire symetrique definie par 
(x,y) H n(xy) - n(x)n( y). On dira que cp est l’application K-bilineaire syme- 
trique associde a l’application K-lineaire r]. La structure d’algebre de A[~] x
NK(A), dependante de n (ou de cp), est alors dtfinie par (x,x’)(y,y’) = 
(xy,cp(x,y)) pour x et y parcourant Ai21 et x’ et y’ parcourant NK(A) et 
on note A[~] x9 NK(A) la K-algebre ainsi definie. Puisque (p(x2,y2) = 
rl(x2y2) - n(x2)n(y2)2 necessairement (T(n(x2y2)) = x2y2 + (p(x2,y2) = 
(x2y2, (P(x2,y2)) = (X2&) - n(x2))(y2,r(y) - n(y2)) = 47(4)47(y)), 
pour x et y parcourant A. Ceci nous dit que c : ~~$(A)GA[~] xp NK(A) est un 
isomorphisme de K-algebres. 
ThCorkme 2.1. La structure d’algebre de I;(A) ne depend pas du choix de 
l’application K-lineaire q vertjiant p o 7 = idAiz. 
En effet, choisissons deux applications K-lineaires n : Ii(A) + Ai21 et 
n’ : Ii(A) + Ai21 verifiant p o n = idA et ~1 o 7’ = idAl et posons h = 7 - 71’. Si 
‘p et cp’ sont les applications K-bilineaires symetriques assocites a r] et n’ res- 
pectivement, on a cp(x,y) - cp’(x,y) = h(xy) - q(x)h(y) - h(x)v’(y) = h(xy), 
pour x et y parcourant Ai2]. Considerons maintenant l’application K-lineaire bi- 
jective T : Ai21 xv NK(A) + Ai21 xPt NK(A) definie par (x,x’) H (x,x’ - h(x)). 
On a ~((x,x’)(y,v’)) = ~(xy,cp(x,y)) = (xy,cp(x,y) - h(xy)) = (xy, P’(x,Y)) = 
(x,x’ - h(x))(y,y’ - h(y)) = T x, x’)T( y, y’), quels que soient (x, x’) et ( y, y’) ( 
dans Ai x9 NK(A). Ceci nous montre que T : AL21 xv NK(A)GA[~] xv/ NK(A), 
(x,x’) w (x,x’ - h(x)) est un morphisme de K-algebres, done un isomorphisme 
de K-algebres (cf. demonstration analogue dans [15], paragraphe 1.3). 
Desormais nous noterons A[‘] x s.d. NK(A) [s.d. pour semi-direct] l’algebre 
ainsi definie et nous identifierons les algebres I;(A) et Ai2] x s.d. NK(A) moyen- 
nant l’isomorphisme T. Cette identification consiste a ecrire, pour tout x dans A, 
Y(X) = (x24x) - 77(x2)), OG rl : r&4 t Ai21 est n’importe quelle application 
K-lineaire verifiant p o n = idAI et oti p : Ii(A) + Ai21, y(x) H x2 est la multi- 
plication de Ii(A). La propriete universelle de Ii(A) en tant que K-algebre est 
alors immediate, a savoir: 
Proposition 2.2. Soient K un anneau commutattj” d element unite et A une K- 
algkbre commutative non necessairement associative. II existe une application K- 
quadratique y : A -+ Ii(A) telle que y(x)y( y) = q(x2y2) pour x et y parcourant 
A. De plus, pour toute K-algebre commutative B et pour toute application K- 
quadrutique g : A + B telle que g(x)g( y) = g(q(x2y2)) pour x et y parcourant A 
ou g : I;(A) + B est l’unique application K-linkaire vertjiant g o y = g, g est un 
morphisme de K-algtbres. 
En effet, il suffit de voir que, quels que soient x et y dans A, on a g(y(x)y( y)) = 
&(X2Y2)) = &k(Y)> soit encore, g(~(+(y)) = ~(Y(x))~(Y(Y)). 
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On dira que l’objet T:(A) muni de la structure de K-algebre ci-dessus definie 
est 1aprPdupliqute de la K-algebre A et on la note DK(A). Remarquons que pour 
une K-algebre commutative A, l’existence de sa prtdupliquee est assuree par la 
construction faite ci-dessus et l’unicitt par sa propriete universelle (cf. Proposi- 
tion 2.2.). Des lors, le resultat suivant est immediat: 
Proposition 2.3. Pour tout anneau commutatifK h klPment unit;, DK est un fonc- 
teur covariant drcfini dans la catkgorie des K-algPbres commutatives & valeurs dans 
cette mSme catkgorie. 
Thkorkme 2.4. (d’Etherington). Soient K un anneau commutatifri dt?ment unit&, A 
une K-alg2bre commutative et DK(A) sa prtdupliqute. II existe alors un isomor- 
phisme de K-algkbres DK(A)/NK(A)-A[~‘. 
11 suffit de considerer la multiplication p : DK(A) -+ A[*], y(x) H x2, qui est un 
morphisme surjectif de K-algebres et de passer au quotient par l’ideal NK(A). 
ThCorkme 2.5. Soient K un anneau commutatif& e%!ment unit& et A et B deux K- 
algtbres commutatives. II existe un isomorphisme de K-algt?bres DK(A x B) 4 
DK(A) x DK(B) x (A @K B) oti le foncteur DK dt%igne la dupliqute et pour la 
structure de zko-algibre sur le K-module A @K B. 
En effet, soient f : A + DK(A) et g : B + DK(B) les applications quadra- 
tiques canoniques et considerons l’application h : A x B --+ DK(A) x DK(B) x 
(A @K B) definie par (x, y) H (f(x),g( y), x ~9 y). 11 est facile de voir que h est 
une application quadratique dont I’application K-bilineaire symetrique associee 
s’tcrit bh((x,y), (x’,y’)) = bf( x,x’)+b,(y,y’)+(x@y’+x’@y),pourxetx’ 
parcourant A et y et y’ parcourant B. 11 existe alors un isomorphisme unique 
de K-modules 6 : DK(A x B)-GDK(A) x DK(B) x (A @K B) verifiant h 0 y = h, 
oti y : A x B + DK(A x B) est l’application quadratique canonique de A x B 
dans DK(A x B) (cf. remarque a la fin du paragraphe 1). Desormais nous 
identifions les K-modules ci-dessus mentionnes moyennant l’isomorphisme h, 
ce qui nous permet d’identifier les applications quadratiques h et y et, de mime, 
nous remarquons que f = y [A~{,,) et g = y IisjX~. Pour x dans A et y dans B, 
on a y((x, y)) = y((x, 0)) + y( (0,~)) + x 6~ y done (la definition de dupliquee 
est donnee au paragraphe 3) (x, 0) . (0,~) = $(x, y)) - y((x, 0)) - y( (0, y)) = 
x @ y. Ainsi, quels que soient x, x’ dans A et y, y ’ dans B, on a (x 18 y) (x’ @ y ‘) = 
((x,0). (O,y))((x',O) (0,~‘)) = 2((x,O)(O,y)). ((x’,O)(O,y’)) = 0. Ceci nous 
dit que, compte tenue de la structure de zero-algebre sur le K-module A @K B, 
l’isomorphisme de K-modules DK(A x B);DK(A) x DK(B) x (A @K B) de- 
vient un isomorphisme de K-algebres. 
3. LA DUPLIQUkE EN CARACTfiRISTIQUE DIFFkRENTE DE 2 
Soient K un anneau commutatif a element unite, A une K-algebre commuta- 
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tive, DK(,4) sa predupliquee et D;(A) la dupliquee de A construite a partir de la 
seconde puissance symttrique du K-module A (cf. litterature citee). 11 existe des 
applications K-lineaires 8 : DK(A) + D;(A), y(x) HX V x et 0’ : D;(A) + 
DK (A), x v y H x . y, ou x V y dtsigne le produit syme trique des vecteurs x et y de 
A. Si f : A + D;(A), x H x V x designe l’application quadratique canonique, il 
est facile de voir que 0 o y = f et que 6’0 f = 27. Ces deux formules entrainent 
que 0’0 0 o y = 2-y et que 6’ o 0’0 f = 2 f. Done, si 2 est inversible dans K, 0 et i 0’ 
sont des isomorphismes reciproques de K-modules et nous voudrions que Q et $0’ 
soient des morphismes de K-algebres. Pour ce faire, on dira que la predupliquee 
DK(A) est la duphqude de la K-algebre A si, de plus, on a (x x’)( y . y’) = 
~(xx’) ( yy’), quels que soient x, x’, y, y’ dans A. I1 s’ensuit que si l’entier 2 
est inversible dans K, alors n(x2y2) = fx’ . y2, quels que soient x et y dans 
A. Done, B(y(x)y( y)) = Q(q(x2y2)) = 40(x* . y2) = x2 V y2 = (x V x)( y V y) = 
fC4fb4 = @-+))Q(Y(Y)) et (@‘)(WX’)(Y VY’)) = (f@)(W) V (YY’)) = 
$(xx’).(yjy’) = $(x.x’)(y.y’) = ()B’)(xVx’)(~19’)(yVy’), quelsquesoient 
x, x’, y, y’ dans A. Ceci nous montre que 0 et $8’ sont des isomorphismes reci- 
proques de K-algebres et on a ainsi demontre le theoreme suivant: 
ThCorGme 3.1. Si K est un anneau commutatifd element unite dans lequel I’entier 2 
est inversible, pour toute K-algebre commutative A, il existe un isomorphisme de K- 
algebres 0 : DK(A) S D;(A) entre les deux dupliqudes de la K-algebre A. 
Notons que la multiplication dans la prtdupliqute DK(A) entraine les 
formules (x . x’)( y. y’) = 477((xx’)( yy’)) et y(x)( y. y’) = 277(x2( yy’)) mais 
n’entraine pas la formule (x x’)( y. y’) = 2(xX’) ( yy’) pour x,x’, y, y’ par- 
courant A, sauf si 2 est nul dans K, raison pour laquelle il faut l’imposer si l’on 
veut, dans le cas oh l’entier 2 est inversible dans K, que l’on puisse retrouver la 
dupliquee construite a l’aide de la seconde puissance symetrique. Finalement, si 
l’entier 2 est inversible dans K, la formule definissant la structure de dupliquee de 
DK(A) nous dit, en particulier, que Ye = 7(x2) pour tout x dans A. 
4. LA DUPLIQUkE EN CARACTkRISTIQUE 2 
Soit K un anneau commutatif a element unite dans lequel 2X = 0 pour tout 
element X dans K. On sait alors que pour toute K-algebre commutative A, sa 
predupliqute DK(A) est la dupliquee de A et montrons que, en general, les du- 
pliquees DK(A) et D;(A) ne coi’ncident pas. En effet, les applications K-lineaires 
6’ : DK(A) + D;(A), y(x) HX V x et 0’ : D;(A) --+ DK(A), x V yt-+ x. y veri- 
fient les relations 8 o y = f, 0’0 f = 0 et 8’0 8 = 0. Or, si 0 etait un isomorphisme, 
necessairement 0’= 0 ce qui entrainerait que x. y = 0 quels que soient x et y 
dans A ou encore, l’application quadratique y serait additive. Nous verrons, dans 
les exemples qui suivent, que ceci n’est pas toujours le cas, meme si K est un 
corps commutatif de caracteristique 2. Par ailleurs, l’hypothese faite sur K en- 
traine que ~(x. y) = 2xy = 0 done que x. y E NK(A), quels que soient x et y 
dans A. 
345 
Exemple 4.1. Soient K un anneau commutatif a element unite, A une K-algebre 
commutative et supposons que l’application quadratique canonique y : A -+ 
DK(,~) soit additive, c’est a dire, x . y = 0, quels que soient x et y dans A. Si, de 
plus, K est un anneau de Boole, y : A --f DK(A) est aussi une application K- 
lineaire et comme les elements y(x), pour x dans A, engendrent DK(A) en tant 
que K-module, y est ntcessairement surjective ou encore, il existe un isomor- 
phisme de K-modules A/Ker(y) s DK(A). S’ 1’ 1 on suppose encore que K = Z/22 
et que la K-algebre A soit de dimension finie n sur K, alors la dimension de 
DK(A) est 2 n et la relation dimK(DK(A)) + dimK(Ker(y)) = dimK(A) nous dit 
que y : A 4 DK(A) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels done que la 
dimension de DK(A) est aussi n: Si l’on suppose maintenant que 0 : DK(A) + 
D;(A) soit un isomorphisme de K-algebres, alors n = 0 ou n = 1. Ceci nous 
fournit un exemple montrant que Q : DK(A) + D;(A) nest pas toujours un iso- 
morphisme en caracteristique 2 (il suffit de prendre n > 2). 
Exemple 4.2. Soient K un corps de caracteristique 2 et (A, w) une K-algebre de 
Bernstein, c’est a dire, une algbbre quasi-constante sur K. On sait alors que quels 
que soient x et y dans A, on a w(x)*y* = we x 2 (cf. [13]) done si e est l’unique 
idempotent de A, pour tout x dans A on a x2 = w(x)*e. Ceci nous montre que, en 
tant qu’algebre, Ai21 = Ke, le K-espace vectoriel de base {e}. Par ailleurs, comme 
r(e) - v(e) est element de NK(A), son carre est nul soit n(e)* = y(e)* = n(e2) = 
n(e). Done cp(e, e) = n(e*) - n(e)2 = 0, c’est a dire que cp = 0 et OK(A)* = A[*]. 
Montrons que NK(A) est l’idtal de DK(A) engendre par les vecteurs w(x)*~( v) - 
w( Y)~$x) pour x et y parcourant A. En effet, tout Clement de NK(A) s’tcrit sous 
la forme C:= 1 c~i y(Xi) [ somme finie] tel que C’=r CEiW(Xi)2 = 0, Oti les ai sont 
dans K et les Xi dans A. Or, tout generateur y(x) de T;(A) verifiant W(X) = 0 
est dans NK(A). Supposons done que dans la somme ci-dessus, l’un des W(xi) 
soit non nul, par exemple, w(xn) # 0. On peut alors tcrire Cr= 1 aiT = 
(l/w(x,)*)C~~~ ai(w(xn)2r(xi) - W(xi)2r(xn)). Ces gtntrateurs de NK(A) sont, 
ou bien de la forme y(x) avec W(X) = 0 ou bien de la forme y(x) - y(y) avec 
W(X) = 1 et w(y) = 1. En effet, si x et y sont deux vecteurs de A tels que W(X) # 0 
et 4~) # 0, alors car - car = 44*4.~)~(r((ll4.~))~)- 
r((ll4x))x)L q ce ui montre que y( (l/w( y))y) - y( (l/w(x))x) est un gtnera- 
teur de l’idtal NK(A) 
Exemple 4.3. Exemple en dimension finie. Soient K un corps commutatif de ca- 
racteristique 2 et (A,w) une K-algebre de Bernstein de dimension finie dont le 
noyau Ker(w) admet une base {er, . , e,}. Si y(x) est un generateur de NK(A) 
avec w(x) = 0, on peut ecrire x = Cr=, Qiei oti al, . . . , a,, sont des elements de 
K, done y(x) = Cy= 1 afy(ei) + x1 Si<iln aiajei . ej; si Y(X) - Y( JJ) est un 
generateur de l’idtal NK(A) avec w(x) = 1 et w(y) = 1, on peut tcrire 
X=e+C~=laif?i et jJ=e+Cr=rPiei, Oti les elements Crr ,..., an,,& ,..., ,& 
sont dans K et oti e est l’unique idempotent de A, done y(x) - y(y) = 
Cl=* (of -,0f)r(ei) +Cl~i<j<~ (CXiCkj-PiPj)ei ‘ej +Cy=1 (Qi -fli)e.ei.Ceci 
veut dire que, en tant que K-algibre, NK(A) admet une base formee par les vec- 
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teurs r(C?i) (i = 1,. . ,II), C?i~ej(l<i<j<TZ)ett?~ei(i=l,...,iZ)etelleest 
done de dimension ~TZ(, + 3). Une base de la dupliquie DK(A) est done la re- 
union de la base ci-dessus mentionnee et de la base {e} pour Ai21. 
Exemple 4.4. Comparaison entre les deux dupliqubes. Rappelons qu’en caracte- 
ristique 2 on peut toujours construire la dupliquee dune algebre au moyen de la 
seconde puissance symetrique mais ce qui est en dtfaut est sa propriete uni- 
verselle alors que cette propriete subsiste si l’on construit la dupliqute en utili- 
sant la seconde puissance divisee. Et a titre de comparaison, nous allons donner 
les deux dupliquees dans le cas d’une algebre de Bernstein A de dimension 2 sur 
un corps commutatif K de caracteristique 2 ayant une base {e, et} avec, comme 
table de multiplication, e2 = e, eel = ele = Xet et e: = 0, ou X est un element de 
K. Les tables de multiplication de ces deux dupliquees s’tcrivent: 
S:(A) eve e V el el V el r;(A) e e.el r(el) 
eve eve AeVe 0 e e 0 0 
e Vel Xe Vel X2el V el 0 e.el 0 0 0 
el V el 0 0 0 r(el) 0 0 0 
5. STRUCTURE PONDkRkE DE LA DUPLIQUkE 
Soient K un anneau commutatif a element unite et (A,w) une K-algibre 
pond&de, c’est d dire, A est une K-algebre commutative et w : A --+ K est un 
morphisme surjectif de K-algebres dit aussi pondkration ou fonction poids de A. 
Alors, l’application composee wd : DK(A) %A121 +A -% K est une ponderation 
de la predupliquee DK(A). En effet, il suffit de voir que si w(e) = 1 avec e dans A, 
alors Wd($e)) = 1 done wd : DK(A) + K est un morphisme surjectif de K-alge- 
bres, c’est a dire, (DK(A), Wd) est une K-algebre ponderee. Notons que, pour tout 
x dans A, l’egalite x = w(x)e + (x - w(x) ) e nous permet de donner la decom- 
position A = Ke $ Ker(w) de A en somme directe de sous-modules ou Ke 
designe l’ensemble des K-multiples de e. De m&me, pour tout x dans A, l’egalite 
Y(x) = wd(‘Y(x)h(e) + (Y(x) - wd(7(x)h(e)) nous fournit la decomposition 
DK(A) = Ky(e) @ &h(Wd) de la predupliquee DK(A) comme somme directe de 
sous-modules. 
6. LA CATBGORIE A DUPLIQUEES 
Soient K un anneau commutatif a element unite, A une K-algebre commuta- 
tive et AI21 l’ideal de A engendree par les car& x2, pour x parcourant A. On note 
C(K, A) la categoric dont les objets sont les quadruples (o,f, p, n), ou D est une 
K-algebre commutative, f : A + D est une application K-quadratique, p : D + 
AL21 est un morphisme surjectif de K-algebres, n : D +- AL21 est une application 
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K-lintaire telle que 1-1 0 n = id,121 et f(x)f( y) = q(x2y2), quels que soient x et y 
dans A. On suppose encore que pour chaque quadruple (D,f, h, Q), il n jl a qu’un 
seul morphisme u mais un mCme quadruple peut exhiber differentes applications 
K-lineaires n. Si l’on veut parler d’une facon plus formelle, on dira que deux 
quadruples (o,f, A 77) et (o’,f’, p’, 7’) sont equivalents si et seulement si D = D’, 
f =f’ et p = p’ et on opere, non plus avec les quadruples, mais avec des classes 
d’equivalence de quadruples. Pour notre part, nous preferons la premiere facon 
de voir les objets de la categoric C(K, A). Un morphisme 0 : (D,f, p,rt) + 
(D’J’, p’, 7’) de la categoric C(K, A) est un morphisme de K-algebres 8 : D + 
D’ verifiant 8 of =f’, 0 o n = 7’ et p’ 0 e = p. On supposera encore que, reci- 
proquement, chaque fois qu’une application K-lineaire 0 : D -+ D’ verifie 0 of = 
f’, alors 0 : D + D’ est un morphisme de K-algebres. Notons que si (D,f, p, r]) 
est un objet de C(K, A), on a bf(x, x’)f( v) = 2~( (xx’)y2) et bf(x, x’)bf( y,~‘) = 
47((xx’)( yv’)), quels que soient x, x’, y, y’ dans A, oti bf : A x A --+ D, (x,x’) H 
f(x + x’) -f(x) -f(x’) est l’application K-bilineaire symetrique associee a 
l’application quadratique f. Nous dirons qu’un objet (DJ, p, 7) de la categoric 
C(K, A) est une preduphquee de la K-algebre A si la famille (f(~)),,~ engendre 
D en tant que K-module et qu’une predupliquee est une dupliquee si, de plus, on a 
@(x, X’)bf(.?J,Y’) = 2bf( xx’, yy’), pour x, x’, y, y’ parcourant A. 
ThCorkme 6.1. Pour tout anneau commutatf K a element unite et pour toute K- 
algebre commutative A telle que (A[21)2 = Af21, une prtdupliqute de A est un objet 
initial de la categoric C(K, A). 
En effet, soient (D,f, u, q) une prtdupliqute de la K-algebre A et (D’,f’, p’, q’) 
un objet de la categoric C(K, A). L’application K-lineaire 0 : D --+ D’ definie par 
‘& Aif t-+ xi Aif’ verifie 0 of = f' done 8 : D + D’ est un morphisme de 
K-algebres et ceci entraine que f3(n(x2y2)) = e(f(x)f(y)) = @(f(x))e(f(y)) = 
f’(x)f’( y) = q’(x2y2), quels que soient x et y dans A, soit encore, 0 o n = 7’. La 
condition p’ o 0 o q = idArzl et l’unicite de ~1 verifiant p o YI = idA entrainent que 
p = p’ o 8. On a ainsi montre que 0 : (D,f, u, 7) -+ (D’,f’, p’, 77’) est un mor- 
phisme de la categoric C(K, A), son unicite ttant tvidente et ceci nous dit que la 
pridupliquee (D,f, p, 7) est un objet initial de la categoric C(K, A). 
7. LE THfiORfiME DE WHITEHEAD 
Le theoreme de Whitehead (ou Second Whitehead lemma for alternative alge- 
bras, cf. [21], chapitre III, proposition 3.22.) assure I’existence de quasi-deriva- 
tions sur une algebre alternative. Nous donnerons, de ce resultat, une version 
appliqute a la structure de predupliqube ci-dessus construite. Et, tout d’abord, 
nous rappelons certaines notions qui nous serons utiles par la suite. 
7.1. La notion de bimodule d’apks Eilenberg-Schafer (cf. [7] et [21], chapitre II, 
paragraphe 4). Soient K un anneau commutatif a element unite et C une classe de 
K-algbbres non associatives (v.g., la classe des K-algebres alternatives). Si A est 
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dans C et A4 est un K-module, on se donne deux applications K-bilinkaires 
AxM-+M, (a,x) k-iax et MxA+M, (x,a) wxa et on dkfinit sur le K- 
module somme directe A @ A4 une structure de K-algkbre dont la multiplication 
est donnte par (u + x) (b + y) = ab + (ay + xb) pour a et b parcourant A et x et y 
parcourant M. On dira que M est un A-bimodule si la K-algkbre ci-dessus dkfinie 
est aussi dans C. 11 est Claire que M est un id&al bilatkre de A @ A4 et que 
M* = (0). 
Exemple 7.2. Bimodules alternatifs. Si A est une K-algdbre alternative, c’est g 
dire, a(ab) = a2b et (ab)b = ab2, quels que soient a et b dans A et A4 est un K- 
module, alors M est dit un A-bimodule alternatifsi la K-algkbre A @ M ci-dessus 
dkfinie est alternative et ceci itquivaut g dire que les conditions suivantes sont 
vCrif%es: (a, a,~) = 0, (x,a, a) = 0, (a,~, b) = -(~,a, b) et (a, b, x) = -(a,~, b), 
quels que soient a et b dans A et pour tout x dans M [pour toute K-algkbre A, on 
note (a, b, c) = (ab)c - a(bc) pour a, b et c parcourant A, l’associateur de A et 
par une notation analogue, si dans l’associateur interviennent des ClCments d’un 
A-bimodule]. Si 2 est inversible dans K, ces conditions sont kquivalentes g 
(a, x, b) = -(x, a, b) = (b, a,~) = -(b,x, a), quels que soient a et b dans A et 
pour tout x dans M. Si A est une K-algitbre alternative et commutative, on par- 
lera tout simplement de A-module alternatifpour M, car alors ax = xa, quels que 
soient a dans A et x dans M. 
Lemme 7.3. Soient K un anneau commutatif d element unite, A une K-algebre 
commutative et DK(A) la prtdupliquee de A. Si A est une K-algebre alternative, il 
existe sur DK(A) une structure de A-module alternatif 
En effet, considkrons l’application K-bilinkaire A x DK(A) + DK(A) dtfinie 
par (a, (b, x)) H a(b, x) = (ab, 0), pour a parcourant A, b dans l’idkal A[*] de A et 
x dans l’idtal NK(A) de DK(A). La multiplication (a, (b,x))(a’, (b/,x’)) = 
(aa’, a(b’, x’) + (b, x)a’) = ( au’, (ab’ + a’b, 0)), quels que soient a et a’ dans A, 
b et b’ dans Af21 et x et x’ dans NK(A) dtfinit sur le K-module A $ DK(A) une 
structure de K-algirbre alternative. Pour le montrer, il suffit de vkrifier que 
(a, a, (b, x)) = 0, (a, (b, x), c) = -((h x , a, cl ) et Cc, a, (b, x)) = -Cc, (6 xl, a), 
quels que soient a et c dans A, pour tout b dans A[*] et pour tout x dans NK(A). 
Ceci nous montre que la K-algkbre DK(A) est munie d’une structure de A-mo- 
dule alternatif. 
Thkor&me 7.4. de Whitehead. Soient K un corps commutatif, A une K-algebre 
commutative et alternative de dimension finie telle que A[*] = A, DK(A) sapredu- 
pliquee et f : A x A + DK(A) I’application K-bilineaire dejinie par (a, b) H 
(ab, 0). Si, de plus, A est une K-algebre separable, il existe une application K-li- 
neaireg : A + DK(A) telle quef(a, b) = g(a)b + ug(b) - g(ab), quels que soient a 
et b dans A. 
En effet, considkons l’application K-triliniaire F : A x A x A + DK(A) difi- 
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nie par F(a, b, c) =f(a, b)c -f(a, bc) +f(ab, c) - af(b, c), quels que soient a, b 
et c dans A. Cette application verifie P(u, a, b) = 0 et F(u, b, b) = 0, quels que 
soient a et b dans A. La proposition 3.22. de [21], chapitre III, acheve la de- 
monstration du theoreme. 
8. NOTE HISTORIQUE SUR LA DUPLIQUliE 
La notion de dupliquee d’une algebre apparait pour la premiere fois en 1939, 
dans un article d’Etherington (cf. [S]) a propos du symbolisme de la GCnCtique. 
Par la suite, Etherington a repris cette construction (cf. [9]) en lui donnant son 
vrai statut mathematique. L’idte est fort simple: il s’agit de fabriquer des zygotes 
a partir de gametes et le probleme qui se pose est celui de savoir comment tra- 
duire cela en termes mathematiques. 11 semble que, par la suite, mise a part 
quelques mentions &parses, cette idee d’Etherington soit rest&e a l’ecart du 
mouvement mathematique. En 1973, Gonshor (cf. [lo]) a repris la construction 
d’Etherington en montrant que, a la dupliqute d’Etherington on peut associer la 
notion de sexe. Cette dupliquee lice au sexe (sex-linkage) apparait alors comme 
un pas important dans la recherche d’objets mathematiques intervenant en Gt- 
netique. En 1982, Boers (cf. [3]) reprend l’itude de la dupliqute d’une algebre 
d’un point de vue essentiellement mathtmatique en etudiant des propriMs de 
trunsfert, c’est a dire, savoir si des proprietis de I’algebre peuvent se transferer a 
sa dupliqute. Dans ce contexte, Schafer fut le premier a donner un exemple (cf. 
[20]) d’une algebre de Bernstein (copular algebra) dont la dupliquee n’est pas de 
Bernstein. En fait, puisque la notion d’algebre de Bernstein nest apparue que 
plus tard (cf. [12]), Schafer a montri que cette algebre nest pas a puissances as- 
sociatives. La construction de Schafer a Cte reprise, quelques annees plus tard, 
par Monique Bertrand (cf. [l]). Par ailleurs, Costa fut le premier a donner un 
exemple (cf. [6]) d’une algebre de Bernstein dont la dupliqute est de Bernstein. 
Desormais, les problemes qui se posent a la dupliqute tels le calcul des deriva- 
tions ou des automorphismes se risolvent aisement, compte tenu de notre con- 
naissance de la structure de la dupliquee. Dans son article de 1987 (cf. [ll]), 
Gonshor attribut des roles differents aux mots mcile et femelle conduisant ainsi a 
une notion de dupliquee differente de la dupliqute lite au sexe (sex-linkage); cette 
derniere construction de Gonshor decrit convenablement les algebres zygotiques 
pour des loci lies. Pour une bonne partie, les auteurs qui se sont occupes de la 
dupliquee l’ont fait pour des algebres reelles mais aucune difficult6 majeure a 
ttendre ces rtsultats sur des corps de caracteristique difftrente de 2. Comme 
nous l’avons deja souligne par ailleurs (cf. [15]), la dupliquee d’une algebre peut 
se construire independamment de la caracteristique du corps de base. Toutefois, 
si l’on utilise la seconde puissance symetrique dans la construction de la du- 
pliquee, la propriM universelle de la dupliqzke ne subsiste plus en caracttristique 
2. Ceci nous a conduit a revoir la construction de la dupliqute afin d’eviter les 
inconvenients de la caracttristique du corps de base. Pour ce faire, nous utilisons 
la seconde puissance divisie dans la construction de la dupliquee et il est clair 
que si le corps de base est de caracteristique diffirente de 2 ou si 2 est inversible 
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dans l’anneau de base, notre construction coi’ncide avec la dupliquke habituelle. 
Finalement, nous remarquons que la multi-algebra duplication de Gonshor peut 
6tre reconstruite ici, tout en nous plaqant dans le contexte de cette nouvelle du- 
pliquke. 
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